Funcion signo
Sea la funcién sign: R - {—1,0,1} definida asi:

-1, x<0
sign(x) =4 0, x=0
1, x>0

Una aproximacion mediante una funcidén continuamente diferenciable es:

sign(x) = lim tanh(nx)
n—oo

Obviamente la convergencia aqui no es uniforme, sélo puntual.

Funcion delta
Sea la funcién 6: R — {0,1} definida asi:

_ (0, x+0
80x) = {1, x=0
5(x) =1 —sign?(x)
Ejemplo
Sea la funcion signg: R — {—o0, 0, +oo} definida asi:

—00, x<0
Signe(x) = 0, x =
00, x>0

X
Signoo(x) =<

6(x)

Funcion valor absoluto
Sealafuncion| [:R — R* U {0} definida asi:

|x|_{_x' x <0
X, x=0

|x| = xsign(x)

Funciones minimo y maximo
Sea la funcién min: R? — R definida asi:

X, x<y

1+sign(x-y)
2

1-sign(x-y)
2

En la expresion x+ ¥, la discontinuidad en x = y es removible. Asi se obtiene:

(x+y)—Ilx—yl
2

min(x,y) =

Luego, la funciéon max: R?> - R se define asi:



X, x=2y

max(x,y) = {y X<y

(x+y)+[x—yl
2

max(x,y) = (x +y) — min(x,y) =

z = min(x,y) z = max(x,y)

Relacion de Pertenencia a un intervalo cerrado
Sea la funcién g: {(u, v) € R?|u # v} X R — {0,1} definida asi:

x & [min(a,b), max(a,b)]
x € [min(a, b), max(a,b)]

s(@n0) =
9((a,b),x) =1—8(sign(x — a) — sign(x — b)) = sign?(sign(x — a) — sign(x — b))

Operaciones sobre intervalos cerrados

Complemento
_ _ (0, x € [min(a, b), max(a,b)]
1-g((ab),x) = {1, x & [min(a, b),max(a, b)]

Interseccion
Sea la funcién h: {(u, v) € R?|u # v}?> X R - {0,1} definida asi:

_ (0, x & [min(a, b), max(a, b)] N [min(c,d), max(c,d)]
h((a, b), (c, d),x) B {1, x € [min(a, b),max(a, b)] N [min(c,d), max(c,d)]
h((a, b), (c,d), x) = g((a, b),x)g((c, d),x)

Diferencia
Sea la funcién i: {(u, v) € R?|u # v}?> X R - {0,1} definida asi:

. _ (0, x ¢ [min(a, b), max(a, b)] — [min(c,d), max(c,d)]
l((a’ b), (¢, d), x) - {1, x € [min(a, b), max(a, b)] — [min(c,d), max(c,d)]
i((a,b),(c,d),x) = g((a,b),x) (1 - 9((c, d),x))

Diferencia Simétrica
Sea la funcién j: {(u, v) € R?|u # v}?> X R - {0,1} definida asi:



. _ (0, x ¢ [min(a, b), max(a, b)] A [min(c,d), max(c,d)]
]((a, b), (¢, d), x) B {1, x € [min(a, b),max(a,b)] A [min(c,d), max(c,d)]
j((a, b),(c,d), x) = |g((a, b),x) — g((c, d),x)|

Unién
Sea la funcién k: {(u, v) € R?|u # v}? x R - {0,1} definida asi:

_ (0, x & [min(a, b), max(a,b)] U [min(c,d), max(c,d)]
k((a, b), (c, d),x) B {1, x € [min(a, b), max(a,b)] U [min(c,d), max(c,d)]
k((a, b), (c,d), x) = j((a, b), (c, d),x) + h((a, b), (c,d), x)

Si [min(a, b), max(a, b)] N [min(c,d), max(c,d)] = @, entonces,
k((a,b),(c,d),x) = g((a b),x) + g((c,d),x)

Identidades para el Complemento

e 1-nh((ab),(c,d),x)=1-g((ab)x)g((c,d), x)
o 1- k((a,b), (c, d),x) = (1 — g((a,b),x)) (1 — g((c, d),x))

Producto Cartesiano
Sea la funcién I: {(u, v) € R?|u # v}? X R? - {0,1} definida asi:

_ (0, (x,y) & [min(a,b), max(a,b)] X [min(c,d), max(c,d)]
l((a, b), (e, d), Cx, y)) B {1, (x,y) € [min(a, b),max(a, b)] x [min(c,d), max(c,d)]

I((ab), (c,d), (x,9)) = g((a,b),x)g((c,d), ¥)

Relacidn de Pertenencia a intervalos abiertos y semiabiertos
Sea la funcién g_.: R? — {0,1} definida asi:

0,
g-(c,x) = {1'

J-(c,x) = OOg((a, b),x) = sign(l — sign(x — c))

lim
min(a,b)-—

Sea la funcién g..: R? = {0,1} definida asi:

_ (0, x & [c, +oof
g+00(CJx) - {1, € [C, -|-OO[
Jioo(C,x) = lim g((a, b),x) = sign(l + sign(x — c))

max(a,b)->+oo

Sea la funcién r: {(u, v) € R?|u # v} X R - {0,1} definida asi:



x & Imin(a,b), max(a,b)|[
x € Imin(a, b), max(a,b)|

r((a, b),x) = {2:
r((a, b), x) = (1 — g_o(min(a, b),x))(l — Ji+oo(max(a, b),x))
Sea la funcién s: {(u, v) € R?|u # v} X R — {0,1} definida asi:

x ¢ Jmin(a, b), max(a, b)]
x € Jmin(a, b), max(a,b)]

s((a,b),x) = {(1’
s((a, b),x) = (1 — g_oo(min(a,b),x))(g_oo(max(a,b),x))
Sea la funcién t: {(u, v) € R?|u # v} X R - {0,1} definida asi:

x & [min(a, b), max(a, b)|
x € [min(a, b),max(a,b)|

t((a,b),x) = {(1’

t((a,b),x) = (g+w(min(a, b),x))(1 — g4+w(max(a,b),x))

Ejemplo

5(.76) = g—oo(ol x)g+oo(0f X)
Ejemplo
Sean a € R* y la funcién f: R? — {0,1} definida asi:

0' (x'}’) e ]_a'a[Z

feoy) = {1, (x,y) € 1—a,a[?

f(xr J/) = r((—a, a),x)r((—a, a)' 3’)
= (1 — sign(1 — sign(x + a))) (1 - sign(l + sign(x — a))) (1
— sign(1 — sign(y + a))) (1 — sign(1 + sign(y — a)))
=1—sign (2 — (sign(a — |x|) + sign(a — Iyl)))

Sea b € R* y sea la superficie de una piramide (de interseccion con el eje z: (0,0, b), de base cuadrada en la
interseccién con el plano z = 0, y que tiene como vértices ahi a los puntos (a, a), (—a,a), (—a,—a) y

(a,—a)).



(-z,a) (a,z)

Il Llyl<x<a

I x| <y<a

i ly| < —x < a

v Vilx| < -y <a

(-, @) (@,

L o

Los puntos de cada cara triangular estan dados por:

A =(0,0,b),B = (sign(x)a,sign(y)a,0),C = (—sign(x)sign(ly| — |xDa, sign(y)sign(ly| — |x|)a, —b)

Sea H = (x,y,z) un punto cualquiera sobre estas caras, entonces la ecuacion del plano de cada una de ellas
es dada por:

(C-A)x(B—-4) (H-A4)=0
Por consiguiente,

J=b (1 . sign)(1 — sign(lyl — [xD)x — sign()(1 + sign(ly| - le))y>
2sign(x)sign(y)sign(ly| — |xDa
Empleando el factor% se remueve la discontinuidad, en |x| = |y], y se obtiene la expresion:

_p <1 _ (xl+1yD + |1x| — IyI|>
2a

-1.20387

Finalmente, se define la funcién g: R? — [0, b] definida asi:

_ 01 (x:)’) E ]_a,a[Z
9(xy) = {Z, (x,y) € ]—a,al?

gx,y) =zf(x,y)



Ejemplo
Sea la sucesién de funciones f;;: R — [0,1] definida asi:

0, x<—-1/n
fa(x) ={nx + 1, —1/n<x<0
1, x>0
fa(x) = (nx + Dr((=1/n,0),x) + 400 (0, )
=Mnx+1) (1 — sign(l — sign(x + 1/n))) (1 — sign(l + sign(x))) + sign(l + sign(x))

Funcion piso
Sealafuncion| |:R — Z definida asi:

x| = max{k € Z|k < x}
Ejemplo
Paran € Nyk € NU {0} con k < n, se define la funcién fi: Ujezlnj + k, (nj + k) + 1] - [0,1], asi:

x = |x],

ﬁ“)={{x—qn+1»

Luego, se define la funcion f: R — [0,1], asi:

fO) =fi(x), x€lnj+k mj+k)+1]
donde j = |x/n|

)= fi(( + e, (j + ) + 1), %)

k<n

— (= IxDsign (1 +sign(x -2 Ej)) (1 — sign (1 + sign (x - (2 Ej + 1))))
~ (v = (el + D)sign (1 + sign <x (2 Ej + 1))) (1 — sign (1 + sign (x (2 EJ + 2)>>>

Siendon = 2, f es continua, periddica de periodo 2 e inyectiva en [j,j + 1[ (conj € Z).
Ejemplo
Sea la funcion »: R — {0,1} (la composicién entre las funciones delta y parte decimal) definida asi:



_ (0, X &7
”(x)‘{L x €T

n(x) = 6(x — |x]) = 1 = sign(x — |x])

Ahora, la funcién del ejemplo anterior se puede definir asi:

f@) = fi(x),  |x] =k (modn)

—k
Fo0 =Y fare ()

k<n
= (x —|x]) (1 — sign (DZC—J - \%D) — (x=(lx] + D) (1 _ sign (lJCJZ— 1 l[sz— 1]))
También,
1— (=1
FG0 = (D [ x - (li ; %)

Por otro lado,

f(ni/z) < |sinx|
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Observacion: |sin x| es una funcién continua en R, periddica de periodo e inyectiva en [j%, G+ 1)%[ (conj € Z).

Parte entera
Sea lafuncion [ ]:R — Z definida asi:

[x], x=>1
[x] = 0, -1<x<1
—|—x], x< -1

[X] = lig—oo(_llx) - l_ng+oo(1:x)
= [stign(l —sign(x + 1)) — [—xjsign(l + sign(x — 1)) = ||x||sign(x)
Residuo
Seann € Nylafuncion[[ J],:R — {0, ...,n — 1} definida asi:

[x1, = k, siempre que |x| = k (mod n)



Proyector
Se define la aplicacién P,;: R™ X {0, ...,n — 1} > R asi:

Po(Gor s Y1) K) = Qs ees V) - (800, e, (K = (0 = 1)) = e

Ademas, sea {fk}kENU{o} una sucesién de funciones reales distintas, continuas en [nj + k, (nj + k) + 1] (con
k<n

J € Z). Por consiguiente, es posible definir una funcién f: R — R periddica de periodo n, asi:
f ) = Pp({fic 0 bk, [x10) = S, (%)

Continua, si fy(k + 1) = fir1(k + 1)y fo_1(n) = £,(0).

Ejemplo
La funcién del dltimo ejemplo se puede generalizar de la siguiente manera.

Paran € Ny k € NU {0} con k < 2™. Sea la funcién fy: Ujez[2") + k, (2"j + k) + 1] - [0,1] definida asi:

( (sin (li;l Lm — sin l;J >( — |x]) + sin D;Jn, 0<k<2m1?
Ful) = ! (x)+Dr  lxlr (Ix] + Dr
t(Sinz—n— i >(X—(l J+1))+ T, 2”‘1 <k<2"

Sea la funcion f: R — [0,1] definida asi:

fG) = fi(x), x| =k (mod 2™)

—k
Fx) = kzzn Fo() 2 (lszn )
También,

F=
—(= 1)

_ el (l 1+ )
f(x) —< —([sz-l;l)n sin l;{f) x—| Ix] +—1 (=1) + sin

2 2n
f es continua en R, periddica de periodo 2™ e inyectiva en [27},2"j + 2" 1[ U [27] + 271, 2" (j + 1)[
(con j € Z). Por otro lado,

f (Zn lzx_nJ) —0, f(zn 1 (1 +2 lan) =1,
(e 2g]) = -2t (e fl)) = 7 (20 (v 2lga]) + -2 (e 2] 53])])

Y, ademas,

x
f(n/Z”) < |sin x|
Ejemplo

Sea la funcién w: {(u,v) € R?|u # v} x R - {0,1} definida asi:



x & [min(a,b), max(a,b)] N Z

0,
a)((a, b),x) = {1, x € [min(a,b), max(a,b)| N Z

w((a, b),x) = g((a, b),x)z(x) = sign? (sign(x —a) —sign(x — b))(l — sign(x — [xj))

|max(a,b)| |max(a,b)]
a)((a,b),x) = Z 6(x —n) =6< 1_[ (x—n))

n=—|-min(a,b)|

También,

n=—|-min(a,b)|
Relaciones entre intervalos cerrados

Contenencia
Sea la funcién m: {(u,v) € R?|u # v}? - {0,1} definida asi:

[min(a, b), max(a,b)] € [min(c,d), max(c,d)]
[min(a, b), max(a,b)] € [min(c,d), max(c,d)]

m((a,b),(c,d)) = g((a,b),c)g((a b),d)

m((ab), (c,d)) = {(1’

Igualdad
Sea la funcion n: {(u, v) € R?|u # v}? - {0,1} definida asi:

0, ([min(a, b), max(a, b)] & [min(c,d), max(c,d)]) v ([min(c, d), max(c,d)] &€ [min(a, b), max(a, b)])
c

n((a,b), (c,d)) = {1, ([min(a, b), max(a, b)] € [min(c,d), max(c,d)]) A ([min(c,d), max(c,d)] € [min(a, b), max(a, b)])

n((a, b), (c, d)) = m((a, b), (c, d))m((c, d), (a, b))
También,
n((a, b), (c, d)) =8la—c)o(b—d)+8(a—d)s(b—c)

Disyuncion
Sea la funcién p: {(u, v) € R?|u # v}? - {0,1} definida asi:

_ (0, [min(a, b), max(a, b)] N [min(c,d), max(c,d)] # @
p((a, b), (e, d)) - {1, [min(a, b), max(a, b)] N [min(c,d), max(c,d)] = @

p((a,b),(c,d)) =1— (1 —g((a,b), c)) (1 - 9((ab), d))

Intersecantes
Sea la funcién q: {(u, v) € R?|u # v}? - {0,1} definida asi:

0, ([min(a, b), max(a, b)] N [min(c,d), max(c,d)] = @) v ([min(a, b), max(a, b)] € [min(c,d), max(c,d)])
b 4) = V ([min(c,d), max(c,d)] € [min(a, b), max(a, b)])
q((a, ). (e, )) )1, ([min(a, b), max(a, b)] n [min(c,d), max(c,d)] # @) A ([min(a, b), max(a, b)] € [min(c,d), max(c,d)])
A ([min(c,d), max(c,d)] & [min(a, b), max(a, b)])

q((a,b), (c.d) = (1-p((a b), (. d))) (1 = m((a,b), (c,))) (1 = m((c, d), (@, b)))

Conjunto de Cantor



Seana,b € R con a < b. Se define el siguiente conjunto:

W[a,b] =<1 C [a, b]l] = [ai,bi]
[apbil<[ab]
[ai,bi]n[aj,bj]:ai
i,JEN coni+j

~~

Sea la aplicacion H: Wi, ) = Wiq p) definida asi:

H(l b])—[ +b—ab b—a
a, =|aa 3 ) 3

Con la propiedad:
H(AUB) =H(A)UH(B), A, B € Wigp

Se define la siguiente sucesién de conjuntos cerrados {F;, }nenu(o} as:

E _{ [a, b], n=20
"= HF,—y), n>0

iy . . . b—
Cada F, es la union de 2" intervalos cerrados disjuntos de longitud (Ta)

Paraa = 0y b = 1, el conjunto de Cantor es definido asi:

= ﬂ F,
n=0

C es un conjunto cerrado en los reales, no vacio y de medida nula.

Como sucesion de conjuntos {4, }nenu(o}:

n A,

0 {0}

1 {0,2}

2 {0,2,6,8}

3 {0,2,6,8,18,20,24,26}

4 {0,2,6,8,18,20,24,26,54,56,60,62,72,74,78,80}

A {0}, n=0
" Ao V{pEeNp=q+ (max(4,-) + 3" 1+ 1))AqE A1}, n>0

Como sucesidn de numeros {an,k}nENU{O} :

keN
k<2™

0, n=20

_ A1 n>0Ak<2n1
aTl,k— n—1,k

Ap_1x + (an_lrzn—1+(3n—1+1)), n>0Ak>2"1



También,
0, n=20
g = k-1
n {an—l,k + FJ (an_ljzn—1+(3n—1+1)) , n>0

Se define la sucesion {Fn,k}neNU{o} de intervalos cerrados contenidos en [0,1] asi:

keN
1\ 1\
For = [(g) An ks (g) (an,k + 1)]

k<2™
zn
E, = U Fn,k
k=1

Se define la sucesion de funciones f,,: [0,1] — {0,1} asi:

Luego,

o-fl 1ER
falee) = 22"9 (@) anso (2) (ans+ 1)>,x
k=1

Conjunto potencia
Sea K un conjunto y R una relacién de equivalencia definida sobre K asi:
ARB, siy solo si, “A y B son subconjuntos finitos de K y tienen igual cardinal”.

Luego, la clase de equivalencia de A se define asi:

{4}, A=0

Al = {{Ranf|f: {1,2,---,Card(A)} - K es una funcioén inyectiva}, A+Q

Y el conjunto potencia es dado por:

P = | Jua

ACK



